Elementarmathematische Betrachtungen zur gerechten Pizza- und
Apfelteilung’

HANS HUMENBERGER, WIEN

Das wirklich gerechte Teilen einer Pizza ist — genau genommen — gar nicht so einfach, wobei unter ,,gerecht” in
naheliegender Weise hier durchweg ,.flichengleich* gemeint ist. M6chte man die Pizza mit einem Messer durch
einen geraden Schnitt teilen, muss man dabei immerhin den Mittelpunkt treffen, so dass der Schnitt ein Durch-
messer ist. Dazu und auch fiir die Teilung unter mehreren Personen gibt es aber auch interessante Alternativen,
die starken Bezug zur Elementargeometrie (Sekundarstufe 1) und auch zur Integralrechnung (Sekundarstufe 2)
aufweisen. Dariiber hinaus gibt es ein interessantes dreidimensionales Analogon fiir Kugeln (,,Apfel*) — als
Anwendung des wichtigen und bekannten Prinzips von Cavalieri.

1. Das Phanomen der gerechten Pizzateilung
(,,Pizzatheorem*)

Es gibt eine Moglichkeit, mit einem Pizzamesser, das aus
vier geradlinigen Klingen bzw. Messern mit ,,Zentrum* P
besteht (P teilt jedes Messer in zwei Teile), so dass benach-
barte Klingen einen Winkel von 45° einschlie3en, eine immer
gerechte (auch in der Theorie!) Pizzateilung zu erhalten. Wir
stellen uns dieses Messer als ,,Stanze* vor, die irgendwo (das
Stanzzentrum P liege beliebig auf der Kreisfliche) auf die
Pizza gedriickt wird, so dass dadurch acht Teile entstehen
(Abb. 1). Diese Teile haben eine zu Kreissektoren verwandte
Form, sind aber keine wirklichen (auler in jenem Fall, in
dem man mit dem Kreuzungspunkt des Stanzmessers genau
den Kreismittelpunkt trifft), trotzdem sollen sie der Einfachheit Abb. 1: Pizzastanze — schematisch
halber im Folgenden ,,Sektoren* heillen.

Wenn sich nun die erste Person jeden zweiten ,,Sektor* nimmt, z. B. die in der Abbildung weil} darge-
stellten, und die zweite Person die anderen (die grau dargestellten), so ist die Pizza gerecht geteilt!
Eine Realisierung mit einer echten Pizza und einem entsprechenden Stanzgerit sieht man in Abb. 2.
Dieses Phidnomen ist sicher iiberraschend und passt irgendwie nicht zu den Symmetrieverhéltnissen
des Kreises, kaum jemand wiirde dies intuitiv vermuten. Im Gegenteil, als Frage formuliert wiirden
sicher die meisten Befragten verneinen, dass dadurch wirklich eine gerechte Teilung gegeben ist.

Abb. 2a: Pizzastanze — real Abb. 2b: Pizzastanze — nach Stanzvorgang

' Dieser Aufsatz ist eine etwas iberarbeitete und kombinierte Version von Humenberger 2015 und 2019 (Mathematische Semesterberichte).
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Heutzutage kann man sich mit Dynamischer Geometrie Software (DGS) zumindest phénomenologisch
davon iliberzeugen: Jede DGS kann Flicheninhalte messen und solche addieren (es handelt sich nicht
um echte Sektoren, aber man kann sie zerlegen in Dreiecke und Kreissegmente und diese Typen von
Figuren konnen gemessen werden). Hier konnte man ein entsprechendes Applet konzipieren, das dies
leistet (P verschieben und die Fldcheninhaltssumme der grauen und weilen ,,Sektoren® bleibt jeweils
gleich). Enaktiv kann man sich auch dadurch iiberzeugen, dass man ein (groBes) kreisrundes Stiick
Karton so wie angegeben in Stiicke teilt und jeweils die weillen bzw. grauen Flichenstiicke zusammen
abwiegt.

Bemerkung: In Kroll/Jager 2010 wird vorgeschlagen, das Problem fiir den Unterricht ,,einzukleiden*
in ein Erbteilungsproblem. Diese Einkleidung halten wir fiir nicht giinstig, da sie u. E. vom Problem
weit weg fiihrt und sehr kiinstlich klingt (Baumkronen als Kreise, etc.). Auf S. 101 steht zu lesen:
,,Niemand sollte sich daran storen, dass das Problem unrealistisch ist; denn Schiiler storen sich auch
nicht daran.” Auch wenn dies stimmen sollte (was wir bezweifeln; wir glauben viele Schiilerinnen und
Schiiler storen sich sehr wohl daran), halten wir das aus der Sichtweise von Realititsbeziigen im
Mathematikunterricht fiir problematisch, es kann niamlich dadurch leicht ein falsches (und schidliches)
Bild von Mathematik erzeugt werden.

Als selbstindig zu l6sende Problemloseaufgabe ist die Begriindung der entsprechenden Phinomene
fiir Schiilerinnen und Schiiler (im Regelunterricht) mit Sicherheit zu schwierig. Gleichwohl hat dieses
Phinomen etwas Faszinierendes und Motivierendes, sich mit dieser Sache etwas genauer zu beschéfti-
gen®. Wie konnte also ein konkreter Unterricht aussehen, in dem dieses Phinomen thematisiert wird?
In welcher Klassenstufe konnte dies stattfinden? Darauf gehen wir spéter ein.

Zunichst folgen fachlich-epistemologische Analysen des Themas auf zwei Ebenen, ndmlich mittels
Elementargeometrie und mittels Analysis, wobei auch auf Literaturstellen zu diesem Thema eingegan-
gen wird.

2 Elementargeometrie

2.1 Darstellungen nach S. Wagon u. a.

Die folgende Literaturstelle ist eine irgendwie verbliif-
fende (zumindest, wenn man mit dem Phianomen noch
nicht vertraut ist). In der Arbeit von Carter/Wagon
1994 (nur eine halbe Seite!) ist ein ,,Beweis ohne
Worte* angegeben, d. h. einfach ein Bild (Abb. 3),
keine Erkldrungen dazu.

Durch dieses Bild sieht man (darauf kidme man i. A.
nicht alleine), dass nicht nur Fldchengleichheit zwi-
schen den grauen und weillen ,,Sektoren zu bestehen
scheint, sondern sogar Zerlegungsgleichheit, d. h. man
kann aus denselben Puzzleteilen sowohl die vier Abb. 3: Zerlegungsgleichheit nach Carter u. Wagon 1994
weillen ,,Sektoren als auch die vier grauen legen. Das

ist noch tiberraschender als die bloBe Flichengleichheit. Das obige Wort verbliiffend bezieht sich auf
folgende Aspekte: (1) Es herrscht sogar Zerlegungsgleichheit. (2) Ist der Beweis wirklich so einfach,
dass man dariiber eigentlich gar kein Wort zu verlieren braucht?

2 Dieses Thema hat es sogar schon ins Fernsehen geschafft, was fiir ein mathematisches Thema nicht selbstverstandlich ist: Wissen vor 8,
ARD, 14. 11. 2018. Leider ist diese Sendung nur bis 14. 11. 2019 in der Mediathek von ARD.
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Carter/Wagon deuten durch die Bezeichnung der jeweiligen Fldchenteile (analoge GroB- und Klein-
buchstaben) schon an, dass es sich dabei jeweils wohl um kongruente Flichen handeln wird. Aber das
Bild (d. h. die dahintersteckenden Ideen, Gedanken, Begriindungen etc.) ist gar nicht leicht genauer zu
analysieren. Was geschieht hierbei genau? Wie entstehen die einzelnen Unterteilungen bzw. Flachen-
stiicke, d. h. wie ist die Figur konstruiert? Letztlich: warum sind die Fldchen, die mit demselben Buch-
staben benannt sind (grole Buchstaben bei den grauen Flachen, kleine bei den weilen), kongruent?
Die Kongruenzen A=a,B=b,C=c,D=d sind noch relativ leicht zu erkldren: In diesen Fillen

wurde vermutlich einfach am waag- bzw. senkrechten Kreisdurchmesser (nicht eingezeichnet) gespie-
gelt. G und g liegen spiegelsymmetrisch zu ihrer gemeinsamen Grenze. Aber warum genau gelten die
anderen Kongruenzen (E=e, F = f, H=h)? Das, was in einer mathematischen Zeitschrift in der

Rubrik ,,.Beweis ohne Worte* offenbar nicht gesagt zu werden braucht, entpuppt sich bei genauerer
Betrachtung als gar nicht so selbstver-
standlich. So gesehen scheint der Titel
,,Beweis ohne Worte* in einem elementa-
ren Sinn kaum gerechtfertigt.

Eine nur wenig geédnderte Variante der
oben angegebenen Carter-Wagon-
Zerlegung wird in (Kohnhau-
ser/Velleman/Wagon 1996, S. 118; vgl.
Abb. 4) gegeben, die Flichenstiicke #
bzw. H sind hier gegeniiber Abb. 3 nur
halbiert. Der entscheidende Unterschied
besteht aber darin, dass hier auch ein zur
Losung sehr gut brauchbares hochsym-
metrisches Achteck PORSTUVW (Mittel-
punkt = M = Kreismittelpunkt) einge-
zeichnet ist. Dieses Achteck kann man
sich z. B. so entstanden denken: das
Rechteck PSTW (dessen Mittelpunkt ist
ja der Kreismittelpunkt M) wird mit
Zentrum M um 90° gedreht. Dabei miissen die Bildpunkte O, V und U auf den jeweiligen 45°-Linien
durch P und W zu liegen kommen (warum genau?). Das Achteck PORSTUVW wird bei einer 90°-
Drehung um M auf sich abgebildet, und dadurch kann schon ein entscheidender Hinweis gegeben sein
bei der Suche nach einer Begriindung fiir die Kongruenzen. Bei Abb. 4 konnte man deswegen u. E.
schon eher als bei Abb. 3 (hier fehlt das Achteck und dadurch der Hinweis auf die wichtige 90°-
Drehsymmetrie bezogen auf M) von einem Beweis ohne Worte sprechen.

Abb. 4: Zerlegungsgleichheit mit Achteck

Die Kongruenzen A=a,B=b,C=c,D=d,G =g ergeben sich dabei genauso wie oben schon ange-
deutet (Spiegelungen). Fiir die anderen Kongruenzen kénnte man z. B. mit Hilfe des hochsymmetri-
schen Achtecks wie folgt argumentieren: Durch die Symmetrie des Achtecks (z. B. sind die schrigen
Diagonalen klarerweise ,,45°-Linien®) ist z. B. H =/ a priori klar (gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke mit der kleinen Achteckseite als Hypotenuse; in Abb. 3 ist die Kongruenz H = h zwar auch
augenscheinlich, aber wie kann diese exakt begriindet werden?). Die Kongruenz F = f konnte z. B.

so begriindet werden (vgl. Abb. 4): Wenn man das Achteck mit Zentrum M um 90° im Uhrzeigersinn
dreht und dabei auch f mitnimmt, so entsteht daraus klarerweise F (warum genau?), woraus ihre
Kongruenz folgt (analog bei e und E). Durch das Achteck sieht man vermutlich leichter (und kann es
leichter begriinden), dass f und F bzw. e und E durch 90°-Drehungen mit Zentrum M auseinander
hervorgehen.
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2.2 Darstellungen nach P. Gallin

Ein inhaltlich frappierend einfacher, aber sehr viele Teile benétigender — und daher scheinbar etwas
uniibersichtlicher — Zerlegungsbeweis findet sich in (Gallin 2011, S. 12). Wenn man sich aber von der
Flut von Teilen nicht abschrecken lisst, so konnte die zugehdrige Abbildung (Abb. 5) als ein echter
,Beweis ohne Worte* angesehen werden, z. B. mit folgendem erkldrenden Text (d. h. also ,,fast ohne
Worte*): Man spiegelt P mitsamt den vier Schnitten bzw. Pizzamessern an M, an den beiden Koordi-
natenachsen und an den Winkelhalbierenden des Koordinatensystems, so dass die Bildpunkte von P
ein Achteck bilden (fett gezeichnet). In jedem Eckpunkt des Achtecks gibt es dann eine waag-, eine
senkrechte und zwei um 45° geneigte Linien (Messer). Nun kann man das AuBere und das Innere
des Achtecks getrennt voneinander betrachten und die jeweilige Fldchengleichheit (sogar Zerlegungs-
gleichheit) der gefirbten und ungeféarbten Stiicke fast unmittelbar (aber begriindet) sehen, wie genau?
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Abb. 5: Zerlegungsgleichheit nach Gallin 2011

Losung: AuBeres: Aus Symmetriegriinden (diese brauchen hier wohl nicht mehr niher erldutert zu
werden) findet man kongruente Stiicke im weiflen bzw. gefdrbten Bereich: In jedem Bereich zwei
Stiicke a und e; vier Stiicke b, ¢, d und g; sechs Stiicke fund x. Aulerhalb des Achtecks ist daher die
Fldchengleichheit der gefirbten und ungefdrbten Stiicke nachgewiesen. Inneres: Das schraffierte
Trapez gehort eigentlich zur weilen Flache (gleich grofl wie das im Achteck danebenliegende gefirbte
Trapez) und die restlichen Flidchen innerhalb des Achtecks sind auch leicht als zerlegungsgleich zu
erkennen (ein kleines Trapez und vier kleine kongruente Dreiecke).

Beim Achteck von Abb. 5 handelt es sich eigentlich um dasselbe Achteck wie in den Abb. 4. Die
geniale Idee von P. Gallin besteht i. W. darin, nicht nur den Punkt P immer weiter zu spiegeln an den
Koordinatenachsen bzw. Winkelhalbierenden (= Achteck), sondern auch die vier Schnittmesser
jeweils mitzuspiegeln. Dadurch wird der an sich ja nicht symmetrischen Figur von Abb. 1 die hochst-
mogliche Symmetrie (sozusagen ,,mit Gewalt”) aufgeprigt, die sich in dieser Situation nur denken
lasst. Der Preis dafiir sind zwar ,,viele Linien* und ,,viele Flachenstiicke®, aber man kommt dadurch zu
einem Bild, das leicht zu interpretieren ist. Durch die hochgradige Symmetrie, die erreicht bzw. ge-
schaffen wurde, sind die Kongruenzen aller Flachenstiicke a (oder auch b, etc.) evident und kaum
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mehr weiter begriindungsbediirftig. Dies ist aber in Abb. 3 noch iiberhaupt nicht so, und in Abb. 4 in
deutlich schwicherer Auspriagung.

P. Gallin gibt in seiner Arbeit (2011, S. 14f) noch einen anderen schénen elementargeometrischen
Beweis fiir den Fldcheninhalt, der allen Interessierten empfohlen sei.

Ubrigens werden bei dieser Teilung auch die ,,Rénder* gleichmiiBig aufgeteilt, niemand braucht dabei
mehr von den bei Pizzen oft weniger beliebten — weil trockeneren — Réndern zu akzeptieren. Auch
dafiir (Bogenlédngen, ,,Pizzarinder*) gibt es einen sehr elementaren Beweis, dass die Lingensumme
der vier gefirbten Kreisbogenteile gleich jener der vier ungefirbten ist (vgl. Gallin 2011, S. 13f). Man
kann relativ leicht zeigen, dass bei festem Offnungswinkel ¢ eines Sehnenpaares die Summe der
beiden Bogenlidngen am Kreis immer gleich ist, unabhédngig von der Lage von P und von der speziel-
len Lage der beiden Sehnen, es kommt nur auf deren Offnungswinkel & an (vgl. Abb. 6a):
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Abb. 6a: Gleiche Summe der Bogenldngen Abb. 6b: Sehnen paarweise parallel

Eine wesentliche Idee dabei ist, dass es geniigt zu zeigen: Dies gilt fiir P, =M und paarweise paralle-

le Sehnen (sieche Abb. 6b): ‘A'C "+‘B 'D"z‘@‘+‘ﬁ)‘. Es wird sich dabei herausstellen, dass die

Verlingerungen bzw. Verkiirzungen bei den ,,Ubergingen‘ R‘ —>‘A'C " bzw. ‘BB‘ —>‘B 'D" ei-

nander aufheben, somit in Summe sich keine Verdnderung ergibt: Es gilt nimlich
7C{<[Ac|+[cCl-[37] v [FD|=|3D]+[5B|-[pD)]

und wegen ‘A/;\\" =‘l/3—§ " bzw. ‘C/’—C\ " =‘l/)7)\" (aus der Kreissymmetrie klar!) ergibt sich durch Sum-

menbildung: ‘A'C" +‘B'D" = ‘;\—C\" +‘l/3_D\‘ . Die Summe ist leicht abzulesen, wenn die Sehnen durch M

gehen, sie betrdgt 2ar (o im BogenmaB).

Bemerkung: Beim Flicheninhalt braucht man zur ,,Konstanz* alle vier sektordhnlichen Teile, d. h.
zwei ,,Doppelsektoren®, bei der zugehorigen Bogenlinge gilt diese offenbar schon fiir jeweils zwei
gegeniiberliegende sektordhnliche Teile, d. h. fiir einen Doppelsektor.
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2.3 Eine weitere elementargeometrische Erkenntnis und eine Plausibilitatsbetrachtung

Im Fokus der obigen Betrachtungen stand die Zerlegungsgleichheit der
jeweiligen Flidchenteile. Im Folgenden steht diese nicht mehr im
Zentrum, sondern ,,nur mehr deren Flidchengleichheit mittels eines
ganz anderen elementargeometrischen Zugangs, der schon die Verbin-
dung zum Zugang mit Hilfe der Analysis herstellt. Dafiir formulieren
wir zundchst ein Lemma.

Lemma: Bei jedem orthogonalen Sehnenpaar in einem Kreis gilt fiir

die Sehnenabschnitte a, b, ¢, d (r ist der Kreisradius, Abb. 7):
E+b+t+d? =(2r)2 Abb. 7: Orthogonales Sehnenpaar

Dafiir gibt es verschiedene Beweise auf Schulniveau, dies ist eine typische und interessante ,,Prob-
lemloseaufgabe®. Ein schoner und illustrativer ,,Beweis ohne Worte* bestehend aus vier Abbildungen
findet sich in (Nelsen 2004).

Dieses Lemma spielt einerseits bei der folgenden Plausibilititsbetrachtung fiir das Pizzatheorem und
andererseits auch bei der Begriindung mittels Integralrechnung (Analysis, unten) eine wichtige Rolle.
Insofern hat dieses Lemma hier eine Art Briickenfunktion zwischen Elementargeometrie und Analysis.

Plausibilitidtsbetrachtung

Wenn man zwei orthogonale ,,Pizzamesser (Schnittpunkt P)
um P mit einem kleinen Winkel A¢ weiterdreht), dann ist der

Inhalt der Fliache zwischen der urspriinglichen und der neuen
Lage (vgl. Abb. 8, grau) ungefihr gleich

z%Ago(a2+b2+c2+d2) ) - .{“ y
Erkldrung: Man fasst jeden der vier sektordhnlichen Teile mit \a,‘ }'
,Spitze P niherungsweise als Kreissektor mit Offnungswinkel \“\\ . yd D
A¢ und den jeweiligen Radien a, b, ¢ bzw. d auf. Der Flichen- S

inhalt eines Kreissektors mit Radius r und Offnungswinkel A¢

ist bekanntlich gegeben durch Bogenlinge-r/2=(r-A@)-r/2=r"-Agp/2.

Dass die oben angegebene Niherungsbeziehung (1) sogar exakt gilt, soll bei dieser Plausibilititsbe-
trachtung nicht weiter begriindet werden (die zugehorige Begriindung wird erst weiter unten gegeben).
Nach dem obigen Lemma ist a® +b* +c*> +d* = (2r)* konstant und somit der Flicheninhalt des grau-
en Bereiches (Abb. 8) offenbar proportional zum Drehwinkel, denn der Proportionalititsfaktor ist
dabei unabhiingig von der Lage des Punktes P und von der Lage der beiden orthogonalen Pizza-
messer: Auch bei der beliebig oft (z. B. (n—1)-mal) um A¢@ verdrehten Lage als Ausgangslage ergibt
sich dieselbe Proportionalitit beim Weiterdrehen, jedes Mal mit demselben Proportionalititsfaktor, d.
h. es ist plausibel, dass (1) nicht nur fiir kleine Winkel A@, sondern auch fiir groBere Winkel

@=n-A@ gilt (viele kleine Steigungsdreiecke mit derselben Steigung ,hintereinander gesetzt“

ergeben ein grofes Steigungsdreieck mit ebendieser Steigung). Diese Proportionalitit kann auch
mittels DGS bestitigt werden (DGS als Messinstrument). Solche empirischen Befunde sind zwar
klarerweise kein Beweisersatz, aber bei Plausibilitdtsargumenten doch eine gewisse Bestidtigung, dass
man am richtigen Weg ist (nach einem formalen Beweis kann man ja bei Bedarf immer noch suchen,
z. B. mittels Integralrechnung, siehe unten). Der Fldcheninhalt zweier ,,orthogonaler Doppelsektoren*

(wie z. B. die grauen Flichenteile in Abb. 3 mit ¢=7/4) ist demnach A=(1/2)-¢-(2r)* =2r"-¢@,
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mit ¢ =7 /4 schlieBlich A=r>x/2, d. h. die grauen Flichenteile machen wirklich genau die halbe

Kreisflache aus!

Durch die eben angesprochene Erkenntnis der Proportionalitiit (diese ist gewissermallen der mathema-

tische Kern dieses Themas!) ist sofort
folgende Verallgemeinerung moglich:
Wenn man die 90°-Quadranten nicht
nur — wie oben — in zwei ,,winkelglei-
che* Teile zu je 45° teilt, sondern z. B.
in drei zu je 30° (insgesamt dann 12
Teile), dann kann man mit der genau
gleichen Argumentation sagen: Bei so
einer Teilung kann gerecht zwischen ‘ >
drei Personen geteilt werden, indem - ppp, g: pufteilung auf drei Perso-  Apb, ob: Aufteilung auf zwei Perso-
jeder jeden dritten Teil nimmt. Jeder nen - drei Teile pro Quadrant nen — drei Teile pro Quadrant
bekommt so insgesamt wieder zwei ,,orthogonale” Paare einander gegeniiberliegender ,,Sektoren®
(,,Doppelsektoren®), nur mit Offnungswinkel 30° statt 45° (Abb. 9a: die erste Person bekommt die
weillen Doppelsektoren, die zweite die grauen, die dritte die schwarzen).

4

Dies wiirde genauso mit n Teilen jedes Quadranten (gesamt 4n Teile) funktionieren, damit ist dann
eine gerechte Aufteilung unter n Personen moglich.

Bei gerader Anzahl der Teile eines Quadranten (2k, gesamt dann 8k Teile) ist damit insgesamt eine
gerechte Aufteilung der Pizza unter 2k Personen moglich (jede Person hat 4 ,,Sektoren*). Wenn man
sich nun die 2k Personen durchnummeriert vorstellt (von 1 bis 2k) und die Teile der ,,ungeraden‘ bzw.
»geraden k Personen jeweils vereinigt, dann hat man wieder eine gerechte Aufteilung in zwei Teil-
mengen. Dies kann man auch so ausdriicken: Wenn man die ,,Sektoren” (im oder gegen den Uhrzei-
gersinn) von 1 bis 8k durchnummeriert, dann ist die Fldcheninhaltssumme der ungeraden ,,Sektoren‘
gleich jener der geraden.

Aber wenn man jeden Quadranten wie oben in Bezug auf den Winkel z. B. drittelt (siche Abb. 9b;
allgemein: ungerade Anzahl der Teile in jedem Quadranten), dann sagt diese Plausibilitétsbetrachtung
natiirlich noch nichts dariiber aus, ob auch dann die Fldcheninhaltssumme der ungeraden ,,Sektoren*
gleich jener der geraden ist. Man hat dann eben nicht die schone und einfache Situation von Paaren
orthogonaler Doppelsektoren gleicher Farbe. Dieser Fall kann z. B. mit Analysis begriindet werden —
siche z. B. (Humenberger 2015). Dass dies bei jeder gleichwinkligen Unterteilung der Quadranten
funktioniert, heiflt in der Literatur auch (allgemeines) ,,Pizzatheorem®.

3 Analysis

Eine ganz andere Art der Behandlung dieses Themas bietet die Analysis, wobei eine (etwas andere)
Anwendung der Grundidee von Integralrechnung ins Zentrum riicken kann: Integrale sind Grenz-

werte von Produktsummen zi f(x,)-Ax, . Diese wertvolle Grundvorstellung fiir Integrale — in vielen

Kontexten — ist in der didaktischen Literatur schon oft beschrieben worden, vgl. z. B. (Blum/Kirsch
1996, S. 62ff). Integrale kénnen so nicht nur der Flichenberechnung mittels ,,schmaler Streifen*
dienen (obwohl diese geometrische Interpretation sicher eine herausragende Stellung besitzt, sie sollte
aber nicht die einzige sein), sondern eben auch in anderen Kontexten hilfreich sein. Oft wird die
Integralrechnung im Schulunterricht ja auf das Anwenden des zweiten Hauptsatzes der Differential-

b
und Integralrechnung beschrinkt j f(x)dx=F(b)— F(a) : Berechnen von Integralen mittels Stamm-

funktionen. Zu diesem Inhalt wird oft seitens der Lehrenden bzw. in Schulbiichern moglichst schnell
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hingesteuert, um rasch viele Ubungsaufgaben ,,rechnen® zu kénnen. Manchmal wird in Schulbiichern

b
der genannte Satz sogar zu einer Definition ,,degradiert j f(x)dx:=F(b)—F(a), was im Sinne

Freudenthals durchaus einer antididaktischen Inversion entspricht. Aus der Sicht mancher Lehrkrifte
bzw. Schulbiicher spart man dabei zwar einige Miihen, aber der Preis dafiir ist eindeutig zu hoch. Der
Unterschied, was etwas ist, und wie man es berechnet, wird durch diese Definition iibertiincht, eine
berithmte Berechnungsformel, die zu Recht den Namen Hauptsatz trigt, wird zur Definition. Im Fol-
genden geht es auch um Fldcheninhaltsberechnungen, nur nicht mittels schmaler Rechteckstreifen,
sondern mittels schmaler Kreissektoren, das Prinzip von Produktsummen ist aber dasselbe.

3.1 Eine Begriindung mit der Leibniz’schen Sektorformel

Ausgestattet mit dem obigen elementargeometrischen Lemma a° +b* +c”>+d”> =(2r)° und einer

Anwendung der Integralrechnung, die auch als ,Leibniz’sche Sektorformel* bekannt ist, kann man
leicht auch analytisch bestitigen, dass die Flacheninhaltssummen der weilen bzw. grauen ,,Sektoren
jeweils dem halben Kreisfldcheninhalt v

entsprechen.

Viele Flichen kann man auch niherungs-
weise als Summe von schmalen Kreissekto-
ren sehen, insbesondere die obigen sekto-
rahnlichen Flichen. Wir denken uns ein
festes Zentrum P und einen ,,Radiusstrahl
variabler Linge r (abhéngig vom Drehwin- (0) U
kel @) und interessieren uns fiir den dabei  ppp 10: Leibniz’sche Sektorformel

iiberstrichenen Flicheninhalt (Abb. 10).

Wir berechnen nun die Fliche eines ,,Sektors® mit Zentrum P und Winkel ¢ . Mit r(¢) bezeichnen
wir den Abstand von P zum Punkt V (Abb. 10), der Abstand von P zum Punkt U ist daher r(0). Die
Flidche eines ,,Sektors* ist kleiner als die Fliche des Kreissektors mit Mittelpunkt P, Winkel ¢ und
Radius r(¢) und groBer als die des Kreissektors mit Mittelpunkt P, Winkel ¢ und Radius r(0).
Wenn @ Kklein ist, sind die Fliachen dieser zwei Kreissektoren gute Niherungen fiir die Fliche des
,.Sektors®. Zerlegen wir den Winkel ¢ durch
O=¢,<¢<...<@,=¢ in kleinere = Winkel
Ap. =@ —¢@._, (i=1,...,n), erhalten wir die Produkt-

summe %Z (@) A@. als Niherung fiir den gesuchten
Fldcheninhalt, die im Grenzwert dann zu einem Integral
1%, .

5£r W)dy wird.

Angewandt auf eine weille bzw. graue sektordhnliche

Fliche beim Pizza-Teilungsproblem ergibt sich
/4

A:% J. 7’ (w)dy, weil der Winkel in jeder solchen Abb. 11: Leibniz’sche Sektorformel beim

Pizzatheorem

Flidche w / 4 = 45° betrdgt. Wir beschrianken uns nun auf die grauen ,,Sektoren* und zeichnen die
,Beginnradien* 1,(0), r,(0), r,(0), r,(0) und Radien in der Endstellung
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rn(w/4), n(x/4), n(x/4), r,(z/4),d h nach der Drehung um 45°, fett ein; des Weiteren zeichnen

wir eine ,,Zwischenstellung* dieser ,,Radien ein (Abb. 11).

Bei jedem Winkel gilt: Die zugehdrigen ,,Radien* stehen senkrecht aufeinander!

Nun brauchen wir die einzelnen ,,Sektorflichen* gar nicht wirklich zu berechnen, denn es gilt ja
wegen des obigen elementargeometrischen Lemmas mit 7, r,r, 7, statt  a,b,c,d:

”12 + 1’22 + r32 + rf =(2r)*. Damit erhalten wir:

/4 /4 /4 /4

1 1 1 1
A = A Ayt At Ay = j nz(l//)dl//+5£ R wdy e+ j Fwdy+— j r2(p)dy

2

» T _mr’
4 2

1
2

i 2 2 2 2 1
[(Fo+ 2w+ @)+ 7 w) dy=—-@2n)

=(2r)

Bemerkungen:

e Hiermit ist auch die formale Liicke in der obigen Plausibilititsbetrachtung geschlossen: Man sieht
aus (2) unmittelbar, dass die Nidherungsformel (1) sogar exakt gilt.

* Analog ergibt sich auch hier leicht der mathematische Kern, ndamlich die schon angesprochene
Proportionalitt: statt mit 77 /4 wiirde dies auch mit jedem anderen Offnungswinkel ¢ eines Paa-

res orthogonaler Doppelsektoren funktionieren, man erhielte A=%-(2r)2 -@=2r"-¢@, wie oben

bei der elementargeometrischen Plausibilitdtsbetrachtung in 2.3.

4 Fachdidaktische und unterrichtsmethodische Aspekte

Insgesamt sehen wir in diesem zwar anspruchsvollen, aber sehr ,,beziehungshaltigen® (im Sinne Freu-
denthals) Thema eine gute Gelegenheit, die Elementargeometrie im Unterricht an einem interessanten
Phinomen (gerechte Pizzateilung) etwas zu stirken, sie hat im deutschsprachigen Raum ohnehin sehr
wenig Beachtung in der Sekundarstufe 1. Dabei geht es insbesondere um Lerninhalte wie Symmetrie,
Zerlegungsgleichheit, Spiegelungen, Drehungen, die bei diesem Thema gefestigt, erweitert und ver-
netzt werden konnen. Bei der Differential- und Integralrechnung in der Sekundarstufe 2 wird im
Unterricht oft der Kalkiil (Syntax) zu sehr in den Vordergrund gestellt, weniger inhaltliche (Grund-
)Vorstellungen, d. h. semantische Aspekte. Bei diesem Thema ist aber insbesondere die Grundvorstel-
lung des Integrals als Grenzwert von Produktsummen (Fldchen-
inhalt als Inhaltssumme schmaler Kreissektoren) konstitutiv. So
weit zu den inhaltlichen Kompetenzen. Bei den prozessbezoge-
nen Kompetenzen, die durch dieses Thema angesprochen (gefor-
dert und geférdert) werden, sind zu nennen: Vernetzen von P
Inhalten; Probleml6sen; Experimentieren, Explorieren, Uberprii—
fen (mit DGS); Argumentieren und Begriinden. In welcher Form
und in welchen Klassenstufen kdnnte dieses Problem in Schulen
(Gymnasien) behandelt werden?

In der Sekundarstufe 1 kdnnte ein analoges Phinomen mit einem
Quadrat statt eines Kreises behandelt werden, allerdings durch-
aus als selbstindig zu l6sende Problemaufgabe, je nach Bedarf Abb. 12: Quadrat und ,Pizzastanze“
auch mit kleinen moéglichen Hinweisen durch die Lehrkraft.
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In einem Quadrat wird das Stanzmesser so angelegt, dass zwei
Messer seiten- und die anderen beiden diagonalenparallel sind
(Abb. 12). Warum ist dann die Flicheninhaltssumme der weiflen
»ektoren® genau so groB3 wie jene der grauen (vgl. Kroll/Jiger P
2010, 103£)? P

Bemerkung: Wenn P nicht der Quadratmittelpunkt ist (bei dem
alles klar ist), dann fillt er in irgendeinen Quadranten; wir legen - — — — — L
nun o. B. d. A. P in den rechten oberen Quadranten.

Hier gibt es verschiedene Mdglichkeiten, sich von der Flidchen-
gleichheit zu iiberzeugen. Es ist immer ein Vorteil bei selbstindi- .

. I . 2o Abb. 13: Quadrat und , Pizzastanze* -
ger Arbeit von Schiilerinnen und Schiilern, wenn es mehrere MOg-  erster Lésungshinweis

lichkeiten der Bearbeitung/Losung gibt, denn dann konnen ver-

schiedene Ansitze zum Ziel fithren. Ein moglicher Hinweis fiir
eine relativ rasche, kurze und elegante Losung konnte darin beste-
hen, eine bestimmte waagrechte Linie (gestrichelt) einzuzeichnen,
und zwar den oberen Quadratrand an der Waagrechten durch P
gespiegelt (Abb. 13).

Damit ist dann schon klar: Oberhalb der gestrichelten Linie heben
die weiBen Flichen die grauen aus Symmetriegriinden genau auf, | ! [T~
so dass man sich nur mehr um das Gebiet unterhalb der gestrichel-

|
S . . s . n ' v
ten Linie kiilmmern muss. Sollte dies nicht selbstindig gelingen, |

kann ein weiterer Hinweis darin bestehen, eine weitere Hilfslinie - »
. . . . . Abb. 14: Quadrat und ,,Pizzastanze
einzuzeichnen; diese ist so gewihlt, dass III und IV gleichen Fld- - zweiter Losungshinweis
cheninhalt haben, so dass sich das Problem darauf reduziert, die Flichengleichheit von I und II nach-
zuweisen (Abb. 14). Auch das ist, wenn Schiiler/innen das selbstindig machen, eine erfreuliche Leis-

tung.

Beim urspriinglichen Problem mit der runden Pizza konnten in der Sekundarstufe 1 einerseits schon
frith enaktive Vorerfahrungen gesammelt werden (Zerschneiden kreisrunder Kartonflichen und Ab-
wiegen der Teile), andererseits kann dem Phidnomen mit DGS als Messinstrument nachgegangen
werden.

Auch eine Auseinandersetzung mit der Zerlegung von P. Gallin (Abb. 5) scheint uns in der Sekundar-
stufe 1 gut moglich zu sein, vielleicht sogar als selbstindig zu bearbeitende Gruppenarbeit. Abb. 5 hat
vielleicht auch auf Schulniveau den Charakter eines Beweises ohne Worte. Diese Hoffnung habe ich
deshalb, weil hier kaum weitere kreative Einfille notig sind, das hilfreiche Achteck ist schon einge-
zeichnet, es ist auch erklért, wie es entstanden ist. Auch weniger leistungsfihige Schiilerinnen und
Schiiler konnen hier auf die Idee kommen, fiir den Bereich auflerhalb des Achtecks einfach die Anzah-
len der Flidchenstiicke a, . . ., g, x im weilen und im gefirbten Bereich zu zihlen (deren Kongruenz ist
hier ja unmittelbar klar). Auch innerhalb des Achtecks liegt die Begriindung auf der Hand. Die ele-
mentargeometrische Begriindung fiir die Pizzarénder nach Gallin (vgl. Abb. 6a,b) ist sicher auch fiir
die Sekundarstufe 1 von Gymnasien geeignet. Wenn dabei die ,,Problemreduktion” Abb. 6a = Abb.
6b von der Lehrkraft kommt (diese werden Schiiler/innen alleine kaum sehen), ist die weitere Losung
auch als selbstindig in Gruppen zu bearbeitende Aufgabe gut vorstellbar (evtl. kleinere Hinweise
nétig). Zur Unterstiitzung und Visualisierung konnte auch hier eine DGS (als Messinstrument) gut
eingesetzt werden, am besten wohl vor dem Beweis.

In der Sekundarstufe 2 (Analysis) bietet es sich an, dass das Problem durch die Lehrkraft (Lehrervor-
trag) behandelt wird, selbstindige Schiileraktivitdten scheinen hier wenig angebracht. Im Fokus stiinde
bei diesem anspruchsvollen Vorhaben sicherlich die wichtige Grundvorstellung des Integrals als
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Grenzwert von Produktsummen (hier: Inhalte schmaler Kreissektorflichen). Das dabei wichtige ele-
mentargeometrische Lemma (siehe oben) sorgt hierbei auch fiir giinstige Vernetzungsaspekte zwi-
schen Elementargeometrie und Analysis, wobei hier auch selbstidndige Schiileraktivititen (Problemlo-
sen) gut vorstellbar wiren.

5 Ein dreidimensionales Analogon — eine Anwendung des Cavalieri-Prinzips

Wenn man sich vorstellt, dass man einen kugelformigen Apfel® mit einer solchen Stanze zerteilt (die
Stanzachse muss dabei nicht notwendig durch den Kugelmittelpunkt gehen, sondern kann den Apfel
auch ,,dezentral treffen), erhdlt man 8 keilformige ,,Apfelspalten® (bei Kartoffeln spricht man dabei
oft von ,,wedges*). Man kann sich nun wieder
vorstellen, jede zweite ,,Spalte grau bzw. weill
zu firben und erhilt dann — auf die Ebene proji-
ziert — das analoge Bild wie bei der Pizzateilung.

Als rdumliches Bild ergibt sich dabei so etwas
wie in Abb. 15.

A und B markieren dabei jene Punkte, in denen
das Zentrum der Stanze, also die Stanzachse, die
Kugel ,.betritt” bzw. diese ,,verldsst”. Von oben
betrachtet lige in der ebenen Projektion von
oben dort genau der Punkt P. Nun kann man in
naheliegender Weise nach dem dreidimensiona-
len Analogon des Pizza-Theorems fragen: Sind
die Summen der Volumina (bzw. Oberfldchen-

inhalte) von Grau und Weill wieder gleich? Abb. 15: Teilung eines Apfels in keilformige Spalten
Manchmal? Immer? Nie? A priori klar ist: (-wedges®), jeweils 457

Wenn ein Stanzmesser durch den Kugelmittelpunkt schneidet, dann ist die Gleichheit von Grau und
Weil} aus Symmetriegriinden gegeben. Aber wenn man schon sehr weit an die Peripherie geht mit dem
Stanzzentrum (d. h. wenn A und B in Abb. 15 nur wenig libereinander liegen), dann ist es schon ziem-
lich klar, dass die in Abb. 15 grofBtenteils gar nicht sichtbare weille Fliche ,hinten* schon ziemlich
grof3, also mehr als die halbe Kugeloberflache weil} sein wird.

Das ist zunéchst vielleicht einmal eine Enttduschung. Denn immerhin kann man ja bei allen waagrech-
ten* Schnitten zwischen den beiden ,,Breitenkreisen von A und B eine Konstellation wie beim ebenen
Pizza-Theorem feststellen, und dort herrscht ja bekanntlich immer Fldchengleichheit zwischen Grau
und WeiB. Nach dem Prinzip von Cavalieri’ folgt daraus unmittelbar die Volumengleichheit zwischen
Grau und WeiB fiir die ,,Kugelschicht* zwischen diesen beiden Breitenkreisen. Mit einem zum Pizza-
Theorem analogen Argument (vgl. Humenberger 2017) folgt wieder: In der Kugelschicht zwischen
den beiden angesprochenen Breitenkreisen herrscht auch Flichengleichheit zwischen Grau und Weil3.
Das Scheitern liegt also irgendwie an den beiden ,,Polen®, also ,,nérdlich* des Breitenkreises von A
und ,,siidlich® des Breitenkreises von B. Diese beiden ,,Polregionen* sind genau symmetrisch zur

3 Wir vernachlassigen die Einbuchtungen bei Apfeln beim Stangel und diametral gegeniiber. Bei Kartoffeln, Melonen, Knédeln hatte man dieses
Problem nicht, wir bleiben aber trotzdem bei Apfeln, weil das auch in Humenberger 2019 schon so steht.

4 Hiermit ist parallel zur Auflageebene des Apfels gemeint.

5 Dieses besagt bekanntlich: Zwei Kérper besitzen dasselbe Volumen, wenn alle ihre Schnittflachen in Ebenen parallel zu einer Grundebene in
entsprechenden H6hen den gleichen Flacheninhalt haben.

8 Der Punkt des Apfels, mit dem er auf dem ,Schneidbrett aufliegt, kann idealisiert als ,Slidpol“ bezeichnet werden, der diametral gegentiberlie-
gende Punkt als ,Nordpol*.
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. Aquatorebene®, d. h. das, was nordlich von A grau ist, ist auch siidlich von B grau und analog bei
weil. D. h. fiir einen Ausgleich zwischen Grau und Weill miisste jede Polregion fiir sich schon ausge-
glichen sein, aber ist das so?

Man braucht sich jedoch gar nicht lang den Kopf zu zerbrechen, ob es schon innerhalb der einzelnen
Polregionen einen Ausgleich gibt (auBer in den trivialen Fillen, in denen jede Polregion in sich sym-
metrisch aufgebaut ist in grau und weill — wenn ein Stanzmesser durch den Kugelmittelpunkt geht),
denn mit einer weiteren waagrechten Schnittebene irgendwo zwischen den beiden Breitenkreisen von
A und B - dabei wird also jede ,,Apfelspalte* einmal waagrecht geteilt, vgl. Abb. 16a — kann man
diesen Ausgleich erzwingen: Durch Umfirben aller Flichen auf dem oberen (oder auch unteren) Teil
hat man klarerweise eine Polregion farblich genau ,,umgepolt”, so dass perfekter Ausgleich zwischen
den beiden Polregionen gegeben ist (und zwischen den beiden Breitenkreisen herrscht wegen des
Cavalieri-Prinzips natiirlich immer noch Ausgleich zwischen Grau und Weif}), vgl. Abb. 16b.

Abb. 16a: Zusatzliche waagrechte Ebene Abb. 16b: Nach Umféarbung im oberen Teil

Eine gerechte Teilung eines Apfels (Melone, Kartoffel) wire also durch folgende Technik moglich
(ohne den Mittelpunkt genau treffen zu miissen): Teile den Apfel zunéchst mittels eines (fast beliebi-
gen) waagrechten Schnittes in zwei Teile, dieser kann, muss aber nicht durch den Mittelpunkt gehen.
Wenn man nun die so geteilte Frucht mit einer 45°-Pizza-Stanze von oben so durchschneidet, dass das
Stanzzentrum irgendwie den oberen Teil der Frucht trifft, so entstehen 2x8 =16 Teile (geteilte ,,Spal-
ten“ bzw. ,,wedges®), die dann gerecht auf zwei Personen aufgeteilt werden konnen, wenn sich jede/r
die richtigen Teile nimmt (grau, weil}). Jede/r hat dann auch gleich viel ,,Schale bzw. ,,Oberfldche*
(vgl. Humenberger 2017; das Kerngehiduse eines Apfels wird dabei i. A. nicht gerecht geteilt). Wichtig
dabei ist, dass der erste Schnitt waagrecht erfolgt, und dass die Pizzastanze einerseits genau lotrecht’
auf den Apfel gedriickt wird und andererseits genaue 45°-Winkel hat. Das sind auch keine trivialen
Voraussetzungen, aber man braucht eben keinen Mittelpunkt zu treffen. Insgesamt ist die Theorie hier
aber ohnehin wichtiger als die ,,Praxis®.

Wie beim ebenen Pizza-Theorem tritt auch hier — eine Dimension hoher — ein interessantes Phinomen
zu Tage: Ist man nur an einer Halbierung der Oberfliche interessiert, so reicht eine Stanze, die aus
zwel zueinander orthogonalen Stanzmessern besteht. Will man auch eine gerechte Volumenteilung
haben, so braucht man mindestens vier Stanzmesser (im 45°-Winkel), d. h. jeder Quadrant muss noch
einmal halbiert werden. Dies ist deswegen so, weil man fiir das ebene Pizza-Theorem auch mindestens
vier Stanzmesser (vgl. Abb. 1) braucht, um die Konstanz der weilen bzw. bzw. grauen Flichensum-

7 Hiermit ist senkrecht zur Auflageebene des Apfels gemeint.
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men zu erreichen. Die Konstanz der Bogenlingensummen beim ebenen Pizza-Theorem ist schon mit

zwel Stanzmessern zu erreichen.

Das Pizza-Theorem gilt auch fiir andere Stanzmesser, bei denen jeder Quadrant in 3, 4, . . . gleich-
winklige Teile geteilt wird (statt 8 also insgesamt 12,16,20,... Pizzateile entstehen) — vgl. Abb. 9a,b,

dort mit drei Teilen pro Quadrant.
Auch solche Stanzmesser kann
man zur gerechten Teilung eines
Apfels unter zwei Personen ver-
wenden. Dieser Aspekt ldsst sich
in natiirlicher Weise auf die Apfel-
teilung {ibertragen. D. h. man
kommt zu folgendem Apfel-
Theorem.

Apfel-Theorem: Ein Apfel (bzw.
eine Melone oder eine Kartoffel,
mathematisch als Kugel model-
liert) wird zundchst waagrecht
einmal durchgeschnitten (das wird
in Abb. 17 in Grund- und Aufriss
dargestellt). Dann teilt man den
Apfel noch mit einer ,,gleichwink-
ligen* Stanze (jeder Quadrant ist
dabei in gleich viele — mindestens
2 — Teile unterteilt), die man von
oben lotrecht auf den Apfel driickt,
wobei das Zentrum der Stanze
irgendwo das ,,im Norden* abge-
trennte Kugelsegment trifft. An-
schliefend fiarbt man die entstan-
dene Fruchtoberfliche schach-
brettartig (weil und grau); dann
gilt: Die Volumina aller grauen
Teile zusammen sind genau so
grof} wie die Volumina aller wei-

Ben Teile zusammen. Analoges app.17: Apfel-Theorem

gilt auch fiir die Oberfldcheninhal-

te. D. h. man hat eine perfekte Aufteilung unter 2 Personen.

Stanzachse

waagrachte Schnittebene

In diesem Phénomen ist einerseits eine wirklich schéne Anwendung des Cavalieri-Prinzips zu sehen.
Der Beweis des Pizza-Theorems ist nicht ganz einfach (siehe oben), aber diese Verallgemeinerung
(Volumen) auf die Apfelteilung benétigt keine weiteren Rechnungen oder formalen Uberlegungen
mehr, es geniigt das Prinzip von Cavalieri und die Idee einer weiteren waagrechten Teilung der Frucht,

um die Pole ,.entgegengesetzt gleich® zu machen.

Bei den Betrachtungen zur gerechten Teilung der Oberfliche kommt man andererseits auch ohne
langwierige Rechnungen aus, wenn man sich die Oberfldche als ,,unendlich diinne* Hohlkugel vor-
stellt (die Gleichheit der Volumina iibertrédgt sich dann auf die Gleichheit der Oberflicheninhalte, vgl.
Humenberger 2017). D. h. bei beiden Phinomenen (Volumen, Oberfliche) kommt man ohne Rechnen
und abstrakte bzw. streng formale Uberlegungen zu schénen und vielleicht iiberraschenden Resultaten
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(wenn man das Pizza-Theorem kennt), und zwar durch Anwendung wichtiger Prinzipien bzw. Vorstel-
lungen.

Leider lésst sich eine gerechte (d. h. volumengleiche) Aufteilung unter mehr als zwei Personen so
nicht erreichen, weil es nur zwei Polregionen gibt. In der Kugelschicht zwischen den beiden Breiten-
kreisen von A und B lieBe sich das zwar leicht bewerkstelligen (mit einer Stanze, die jeden Quadranten
in mehr als zwei gleichwinklige Teile teilt), aber der einfache Trick mit dem Umférben eines Poles
funktioniert bei mehr als zwei Farben (Personen) leider nicht mehr.

Kugeln konnen mit GeoGebra (3D) auch leicht mit Ebenen geschnitten werden, so dass die entspre-
chenden Kreise (im Bild dann Ellipsen) und vor allem die entsprechenden Teile (krummlinige Kugel-
dreiecke) der Kugeloberfliche sichtbar gemacht werden kénnen.

Leider kann man die Volumina und Oberflicheninhalte der einzelnen Stiicke nicht leicht ausrechnen,
auch mit GeoGebra kann sie nicht einfach bestimmen, und die einzelnen Teile auch nicht unterschied-
lich firben®, so dass man Bilder wie in Abb. 15 bzw. 16 nicht innerhalb von GeoGebra erzeugen kann.
D. h. Experimente mit einer Dynamischen Geometrie Software’ als Messinstrument mit dem Ziel, dass
Lernende dieses Theorem selbst entdecken, sind hier wohl wenig zielfiihrend. Aber eine Aufgabe der
folgenden Art konnte evtl. bewerkstelligt: Wie kann man das Pizza-Theorem nutzen, um das Apfel-
Theorem zu zeigen? Dabei konnte — je nach Leistungsstand der Lernenden — auch ein Hinweis auf das
Cavalieri-Prinzip erfolgen, die Ideen mit dem Umfirben einer Polregion muss dann immer noch
selbstindig beigesteuert werden. Fiir reale Experimente mit solchen Teilungen reichen Apfel (Melo-
nen, Kartoffeln) und ein grofies scharfes Messer, um solche Teile auch physisch vor sich zu haben,
und nicht nur als Gedankenobjekte.

Bemerkung: Dieser Vorgang und dieser
Beweis wiirde nicht nur bei Kugeln funktio-
nieren, sondern fiir alle Korper, die rotations-
symmetrisch sind und eine waagrechte Sym-
metrieebene haben (z. B. bei so mancher eher
,langlichen Melone oder bei Rotationsellip-
soiden).

Eine andere Moglichkeit der gerechten Tei-
lung (Halbierung) einer Kugel wire durch
Abb. 18 gegeben.

Hier miisste man beide Polkappen jeweils
unterschiedlich (in sich einheitlich) férben.
Der Nachteil dieser Methode liegt einerseits
darin, dass man kein schones Schachbrettmus-
ter mehr hat (gleiche Farben grenzen hier
aneinander), und andererseits darin, dass man
zwei genau zu setzende Horizontalschnitte

Abb. 18: Andere Apfel-Teilung braucht (diese miissen prizise symmetrisch
zur Aquatorebene liegen!).

Eine Recherche zu diesem Thema hat ergeben, dass auf die Idee des Apfeltheorems auch schon andere
Mathematiker kamen. So schreibt'” z. B. George Berzsenyi 1994, dass dieses Phinomen von Michael

8 Dieses unterschiedliche Farben der Teile ist mit tiefer liegenden Tricks auf relativ umstandliche Art und Weise auch mit GeoGebra méglich ist.
Fur die Abb. 2 und 3 wurde zum Farben ein anderes Programm benutzt.

® Neben GeoGebra gibt es auch noch andere wie Cinderella, SketchPad, etc.

10 Weitere Hinweise haben wir in der Literatur leider nicht gefunden.
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Nathanson'! als Student entdeckt wurde, er nannte es offenbar ,,Calzone Theorem* (dieser Name riihrt
vermutlich daher, dass in Amerika eine ,,Calzone* oft wirklich kugelformig ist, mit verschiedenen
Kisesorten gefiillt. Wikipedia iiber ,,Calzone*: As a rule, calzones are usually stuffed with cheeses
such as ricotta, mozzarella, Parmesan, provolone or a different local cheese. The dough is folded into a
half-moon shape, then either sealed with an egg mixture or shaped into a sphere. It is then either baked
or fried):

,,Choose any point P inside or on the boundary of a sphere (calzone), any line through this point, and
four planes through this line making eight equal 45° angles at P. Then these planes, together with the
plane perpendicular through this line, divide the calzone into 16 pieces, which can be colored alter-
nately black and white, so that the total volume of the black pieces will be equal to the total volume of
the white pieces. The proof can be obtained by using Cavalieri’s Principle.*
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